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Resumen
En ocasio´n del segundo centenario del nacimiento del ilustre matema´tico ruso N.I.
Lobachevski (1792−1856), se presenta una visio´n global de su trabajo geome´trico, que
culmino´ con el descubrimiento de la geometr´ıa hiperbo´lica. Se analiza el rol del V
Postulado en la geometr´ıa eucl´ıdea y los primeros intentos por demostrarlo, realizados
hasta el siglo XIX. Se exponen las principales ideas de la solucio´n dada por Lobachevski
al “Problema de las Paralelas”, es decir, los fundamentos de su nueva geometr´ıa. Se
examina el impacto de la misma en las discusiones acerca de que´ es el espacio y que´ la
geometr´ıa. Finalmente se hace referencia a la influencia de la geometr´ıa hiperbo´lica en
la f´ısica.
Abstract
We offer an overview of the geometric studies of the russian mathematician N.I.
Lobachevski (1792−1856), which culminated with the discovery of the hyperbolic ge-
ometry. We analize the role of the V Postulate in the euclidean geometry and the ways
some mathematicians tried to prove it. We also examine the foundations of the new
geometry and some of its relations with physics and philosophy.
1 Introduccio´n
El libro los Elementos de Euclides (finales del siglo IV y principios del siglo III a.n.e.)
constituyo´ un esfuerzo por fundamentar so´lidamente los conocimientos matema´ticos de la
e´poca, y en lo referente a la geometr´ıa, se mantuvo por ma´s de veinte siglos como la referencia
obligada, y pra´cticamente indiscutible, en todo el mundo occidental.
Una de las caracter´ısticas que los griegos le atribu´ıan a la geometr´ıa era la de ser un
cuerpo de conocimientos sobre el mundo material, aque´l donde se desarrollan los feno´menos
f´ısicos. El intere´s de los griegos por organizar y sistematizar la ciencia geome´trica los llevo´ a
presentarla como una ciencia deductiva, de ah´ı que realizaran ingentes esfuerzos por reducir
al ma´ximo el nu´mero de aquellas afirmaciones elementales, a partir de las cuales pudieran
derivarse lo´gicamente las dema´s proposiciones. Resultado de esta empresa fue el sistema
axioma´tico de la geometr´ıa hoy llamada eucl´ıdea y expuesto en los Elementos.
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Sobre estas bases se desarrollo´ la geometr´ıa hasta principios del siglo XIX, cuando los
descubrimientos de Lobachevski y Bolyai le quitaron a la geometr´ıa eucl´ıdea el supuesto
cara´cter de ciencia universal e inmutable del espacio. A partir de entonces se supo que no
existe so´lo una geometr´ıa, y que las geometr´ıas eucl´ıdea e hiperbo´lica, aunque basadas en
hipo´tesis antago´nicas, son igualmente posibles y ninguna es “ma´s verdadera” que la otra.
Estos descubrimientos conmovieron al mundo matema´tico durante gran parte del siglo
pasado, pues mostraron que el concepto de espacio que se ven´ıa manejando era innecesari-
amente restringido, lo cual llevo´ de manera natural a replantearse el cara´cter mismo de
la geometr´ıa y de sus objetos de estudio. El surgimiento de las geometr´ıas no eucl´ıdeas
tambie´n repercutio´ positivamente en ciencias como la f´ısica y la astronomı´a y en la filosof´ıa.
Aprovechamos que este an˜o se cumple el segundo centenario del nacimiento de Nikolai
Iva´novich Lobachevski (1792−1856)2 , a quien la mayor´ıa de los autores le atribuyen
los mayores me´ritos en el descubrimiento y desarrollo de las geometr´ıas no eucl´ıdeas, para
exponer resumidamente sus principales ideas y el impacto de las mismas en campos afines.
2 La teor´ıa de las paralelas
La exposicio´n de la geometr´ıa en los Elementos de Euclides comienza por enunciar un
nu´mero reducido de “nociones comunes”, algunas reglas de construccio´n de figuras y cinco
postulados, a partir de los cuales se pretende deducir las dema´s proposiciones. La idea es
que estos primeros enunciados sean lo bastante sencillos e intuitivos, para que el lector los
acepte como verdaderos, y lograr entonces que las proposiciones demostradas, utilizando de
manera rigurosa e impecable las reglas de la lo´gica, se impongan definitivamente.
Utilizando u´nicamente los primeros cuatro postulados, junto con las reglas de con-
struccio´n y las nociones comunes, Euclides demostro´ 27 proposiciones referentes a los
tria´ngulos (su construccio´n; relaciones entre los lados y los a´ngulos de un mismo tria´ngulo
o de dos tria´ngulos distintos), as´ı como sobre los a´ngulos adyacentes y los a´ngulos opuestos
por el ve´rtice.
La pole´mica alrededor de la teor´ıa de las paralelas se inicia a partir de la proposicio´n
27, que puede enunciarse como sigue ([3, p.128]):
Proposicio´n 27. Considere dos rectas l1 y l2 en un mismo plano, que son cortadas por
una tercera l3, de manera que se cumple una (y, por tanto, todas) de las relaciones (ve´ase
Figura 1):
(1) c = e o´ d = f ,
(2) a = g o´ b = h,
(3) a = e o´ b = f o´ c = g o´ d = h,
(4) alguna de las sumas c+ f , d+ e, a+ h o´ b+ g es igual a dos rectos.
Entonces l1 y l2 son paralelas, es decir, no se cortan
2Este art´ıculo fue originalmente escrito en 1992 y propuesto para su publicacio´n en la desaparecida revista
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Figura 1. (Proposicio´n 27)
El rec´ıproco de la proposicio´n 27 llamo´ la atencio´n desde antes de la e´poca de Eucl´ıdes;
y como se intu´ıa que ten´ıa que ser verdadero, algunos geo´metras emprendieron la tarea
de demostrarlo (Proclo, Posidonio, cfr. [1, p.2]). Pero Euclides no se hizo mayor
problema, y de hecho tomo´ el enunciado de dicho rec´ıproco y lo incorporo´ como su V
postulado, a continuacio´n de la proposicio´n 27.
V Postulado. Si en un mismo plano una recta corta a otras dos, y la suma de los a´ngulos
interiores del mismo lado es menor que dos rectos, entonces esas rectas, al prolongarlas
indefinidamente, se cortan del lado en que la suma de tales a´ngulos es menor que dos
rectos. (Figura 2.)
a
b
a+ b < 2 rectos
Figura 2. (V Postulado)
P
El V postulado fue ubicado por Euclides en lugar aparte, no junto a los primeros
cuatro, sino despue´s de la proposicio´n 27. Adema´s, se diferencia de ellos por cuanto su
enunciado no aparece tan simple y ma´s bien invita a ser demostrado.
La geometr´ıa eucl´ıdea se mantuvo sin ser cuestionada a fondo durante varios siglos, y
era considerada como la u´nica verdadera teor´ıa del espacio. Pero en el Renacimiento, el
intere´s por comprender la obra de Euclides hizo que se pusiera a discusio´n nuevamente, y
con mayor ı´mpetu, “el problema de las paralelas”. Caracter´ıstico de todos estos esfuerzos,
que se prolongaron hasta principios del siglo XIX, fue la certidumbre de que el V postulado
era cierto y hab´ıa que encontrarle una demostracio´n.
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A los intentos por demostrar el V postulado esta´n asociados los nombres de Playfair,
Wallis, Saccheri, Lambert, Legendre, Gauss, e incluso Bolyai y Lobachevski.
Hoy se ha establecido que los tres u´ltimos autores se percataron, de manera totalmente
independiente, de que la empresa era imposible, y deb´ıa buscarse una solucio´n distinta y
novedosa. ([7, p.123]). Por diversas razones Gauss no se decidio´ a profundizar en sus
ideas, en tanto Bolyai y Lobachevski, cada uno por su lado y sin comunicarse entre s´ı,
desarrollaron una nueva geometr´ıa, en la cual el V postulado no es va´lido, y ma´s bien se
cumple la negacio´n del mismo. Los trabajos de los dos u´ltimos autores guardan una seme-
janza impresionante; de hecho, ambos descubrieron la geometr´ıa hiperbo´lica. Los mayores
me´ritos se asignan normalmente a Lobachevski porque fue el primero que publico´ sus
resultados (1826) y logro´ presentar su geometr´ıa, luego de varios an˜os de trabajo, como una
teor´ıa con solidez interna, que adema´s ten´ıa cosas importantes que decir a la meca´nica y la
astronomı´a.
3 Las “demostraciones” del V Postulado
Hoy sabemos con certeza que no es posible demostrar el V postulado a partir de los anteriores
([1, p.177]) y ello es as´ı porque existen modelos, tanto de geometr´ıa eucl´ıdea (que acepta
dicho postulado), como para la geometr´ıa hiperbo´lica (que acepta la negacio´n del mismo).
Tales modelos garantizan que cada uno de estos sistemas axioma´ticos es consistente, es
decir, en ninguno es posible encontrar una sola proposicio´n, tal que ella y su negacio´n sean
verdaderas.
La historia de los esfuerzos por demostrar el V postulado es rica y abundante, adema´s
de estar bien documentada ([1]). Nos vamos a referir brevemente a los intentos ma´s so-
bresalientes hechos a partir del Renacimiento. Muchos de los autores pensaron toda su
vida que, efectivamente, hab´ıan logrado demostrar el V postulado; otros, no estuvieron tan
convencidos. En todo caso, lo que apreciamos en la actualidad es que casi en todas las argu-
mentaciones se apelaba en cierto momento a un enunciado, que se daba por cierto, pero que
en realidad era equivalente al V postulado, lo cual obviamente invalidaba el razonamiento.
Entre todos los esfuerzos, destaca el de Saccheri (1667−1733), quien se propuso de-
mostrar que si se aceptaban los cuatro primeros postulados y la negacio´n del quinto, entonces
exist´ıa una proposicio´n, tal que ella y su negacio´n eran simulta´neamente verdaderas. Segu´n
Saccheri, tomando en cuenta que nadie dudaba de los primeros cuatro postulados ni de
sus primeras consecuencias (las 27 proposiciones), esto pondr´ıa en evidencia la falsedad de
la negacio´n del V postulado, y con ello, la verdad del quinto postulado.
Saccheri empezo´ entonces por hallar una formulacio´n adecuada a la negacio´n del V
postulado, y por este camino examino´ detenidamente un tipo de cuadrila´tero, obtenido al
levantar desde puntos A y B sendas perpendiculares, para luego tomar puntos A′, B′ en
dichas rectas, con AA′ = BB′ (Figura 3).
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Figura 3.
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Fa´cilmente demostro´ que entonces α = β. Enseguida observo´ que se dan tres posibili-
dades: (1) α = β = 900; (2) α = β < 900; (3) α = β > 900; y lo importante es que (2) y (3)
niegan el V postulado. Con un poco ma´s de trabajo logro´ demostrar que (1) implica que la
suma de los a´ngulos internos de cualquier tria´ngulo es igual a dos rectos; que (2) implica
que tal suma es menor que dos rectos; y que (3) implica que dicha suma es mayor que
dos rectos. As´ı mismo, demostro´ que (1) es equivalente al V postulado. Por consiguiente,
continu´a su razonamiento, para demostrar el V postulado es suficiente demostrar que las
hipo´tesis (2) y (3) conducen a contradicciones.
La hipo´tesis (3) la descarta e´l con una argumentacio´n clara y convicente ([7, p.63]). Al
examen de la hipo´tesis (2) dedica Saccheri unas 80 pa´ginas, en donde considera cierto
tipo de rectas que se aproximan asinto´ticamente y que dan la impresio´n de que se cortan en
un punto situado en el infinito, punto en el cual e´l es capaz de construir una perpendicular
comu´n. Saccheri cierra entonces su refutacio´n a la hipo´tesis (2), diciendo que la conclusio´n
por e´l obtenida es contraria a la naturaleza de las rectas.
Aunque hoy la refutacio´n de Saccheri a la hipo´tesis (2) es a todas luces insuficiente,
algunas de las ideas apuntaban certeramente hacia una nueva geometr´ıa, de lo cual e´l mismo
nunca se percato´.
J. Wallis (1616−1703) dio a conocer en 1663 una “demostracio´n” del V postulado que
descansaba en la posibilidad de construir, dado un tria´ngulo y una razo´n, otro tria´ngulo
semejante al primero precisamente por la razo´n dada. De lo que este autor nunca se dio
cuenta es que esta suposicio´n es equivalente a lo que se propon´ıa demostrar, es decir, al V
postulado.
Como mencionamos hace unos momentos, el V postulado es equivalente a que la suma
de los a´ngulos internos de un tria´ngulo es dos rectos. Legendre (1752−1833), conocedor
de este hecho, se propuso establecer la verdad del V postulado, demostrando, sin hacer uso
del mismo, que la suma de los a´ngulos interiores de un tria´ngulo es dos rectos. No vamos a
examinar su argumentacio´n, pero en ella e´l da por un hecho que por todo punto interior de
un a´ngulo siempre es posible trazar una recta que corta los dos lados del a´ngulo en puntos
distintos del ve´rtice. Se demostro´ posteriormente que este enunciado es equivalente al V
postulado, con lo cual su intento perdio´ fuerza.
4 Hacia una nueva geometr´ıa
A principios del siglo XIX se empieza a dar un cambio en la actitud con respecto al V
postulado, lo que que no se manifesto´ de manera repentina ni generalizada, y se debio´
ma´s bien a un cambio gradual en algunos geo´metras, que de manera aislada se fueron
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convenciendo de la imposibilidad de demostrar el V postulado. Es claro que llegar a esta
posicio´n significaba empezar a romper con una tradicio´n muy arraigada, de ma´s de veinte
siglos. Y persistir en el empen˜o de sacar todas las consecuencias de negar el V postulado,
requer´ıa de una fuerte conviccio´n y la valent´ıa necesaria para oponerse a las corrientes
dominantes en el a´mbito acade´mico.
Algunos pocos autores atribuyen aGauss la prioridad en el descubrimiento de las nuevas
geometr´ıas; pero estudios recientes de su correspondencia, tienden a ubicar su contribucio´n
en un lugar ma´s bien modesto. Aunque esta´ claro que e´l se ocupo´ del problema de las
paralelas desde finales del siglo XVIII, y que de manera privada hizo comentarios a algunos
de sus allegados, es lo cierto que ello no tuvo mayor trascendencia, quedo´ oculto para la
comunidad matema´tica ([7, p.123]).
Tanto Lobachevski como Bolyai tomaron contacto con el problema de las paralelas
dentro de la corriente que pretend´ıa demostrar el V postulado, y so´lo despue´s de un tiempo
desistieron de esta tarea, para emprender de manera independiente la formidable aventura
de crear una geometr´ıa basada en el hecho de que por un punto exterior a una recta, y en el
mismo plano, pasa ma´s de una paralela a la original (enunciado equivalente al V postulado,
segu´n lo demostro´ Playfair).
Caracter´ıstico de los nuevos enfoques fueron las consideraciones trigonome´tricas, en
contraposicio´n con los tratamientos cla´sicos. Empezaremos por hacer breve mencio´n de
algunas investigaciones realizadas por autores alemanes, que hoy se ven como pudieron
llegar a ser los primeros pasos en la nueva geometr´ıa, pero que se quedaron como logros
aislados.
En 1818 Schweikart (1780−1859) le comunico´ a Gauss sus investigaciones acerca de
la geometr´ıa astral, en la cual las paralelas no son u´nicas. El demostro´ que en tal geometr´ıa
existe un taman˜o ma´ximo para la altura de un tria´ngulo recto. En su respuesta Gauss le
indica que ya e´l ha desarrollado esta nueva geometr´ıa, y que esta´ en capacidad de resolver
todos los problemas de ella, una vez conocido el valor de la altura ma´xima estudiada por
Schweikart, a la vez que le da a conocer una fo´rmula sencilla para el a´rea ma´xima. Hasta
hoy no se ha podido documentar fehacientemente el avance anunciado por Gauss.
Taurinus (1794−1874), quien mantuvo contacto con Schweikart y en alguna medida
con Gauss, dedujo una fo´rmula que relaciona el a´ngulo de paralelismo con la correspondi-
ente altura en la cual aparece la altura ma´xima c de Schweikart (Figura 4).
cosh
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k
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1
sen A
donde k =
c
log (1 +
√
2)
a A
Figura 4.
El enfoque deTaurinus tiene la peculariedad de estar basado en consideraciones trigonome´tricas;
e´l combino´ fo´rmulas de la trigonometr´ıa esfe´rica con las funciones hiperbo´licas introducidas
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por Euler y sistema´ticamente estudiadas por Lambert en 1768.
5 La geometr´ıa hiperbo´lica
Una vez que Lobachevski admite que por un punto exterior a una recta, y en el plano
por ella determinado, existe ma´s de una recta paralela a la recta considerada, e´l demuestra
que el nu´mero de tales paralelas es infinito.
Si P es un punto fuera de la recta AB, y se considera la perpendicular PQ a AB por
P , entonces la perpendicular CD por P a la recta PQ, es paralela a AB (Figura 5).
Q
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El haz de todas las rectas por el punto P consta de aque´llas que cortan a AB (como la
recta MN) y de las que no cortan a AB. Como adema´s de CD existe otra paralela por P ,
Lobachevski logra determinar dos rectas l´ımite EF y E′F ′ que no cortan AB, y tales que
toda recta por P situada en el a´ngulo E′PF corta a AB; y, por el contrario, ninguna recta
situada en uno de los a´ngulos EPE′ o F ′PF , corta a AB.
El llama a estas rectas l´ımite las paralelas a AB por P . Demuestra que los a´ngulos QPE′
y QPF son iguales, y este valor comu´n lo llama a´ngulo de paralelismo por P . Tambie´n
demuestra que las paralelas AB y PF se aproximan asinto´ticamente “en el sentido del
paralelismo”, (es decir, al prolongarlas hacia la derecha), como si se cortaran en un punto
situado en el infinito; en el sentido opuesto, estas rectas se alejan indefinidamente. Las rectas
contenidas en los a´ngulos EPE′ y F ′PF las llama divergentes (de AB); e´l demuestra que
dos rectas divergentes cualesquiera poseen una perpendicular comu´n, que mide la distancia
mı´nima entre ellas, y a partir de la cual divergen y se alejan una de la otra indefinidamente
en ambas direcciones (Figura 6).
Figura 6.
Si AB es una recta y se considera la perpendicular a ella desde un punto P , el a´ngulo de
paralelismo QPF por el punto P depende de la altura PQ. En efecto, si se toma un punto
P ′ situado por encima de P , la recta P ′T , que forma con P ′Q un a´ngulo igual QPF , y la
recta PF , son paralelas euclidianas que, por lo tanto, divergen. Entonces la recta P ′F ′,
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paralela a AB por P ′, esta´ ma´s cerca de P ′Q que la recta P ′T , lo cual evidencia que el
a´ngulo de paralelismo es una funcio´n pi(x) de la distancia x del punto P a la recta AB
(Figura 7). El a´ngulo de paralelismo es agudo, y disminuye al aumentar la distancia del
punto P a la recta AB. Tambie´n demostro´ Lobachevski que el a´ngulo de paralelismo
tiende al a´ngulo recto conforme la distancia del punto a la recta AB disminuye.
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Figura 7.
x
Gran intere´s presto´ Lobachevski a la tarea de determinar expl´ıcitamente la funcio´n
Π(x), en donde Π(x) es el a´ngulo de paralelismo correspondiente a la altura x del punto P
sobre el punto Q, para finalmente obtener la relacio´n
cotg
Π(x)
2
= qx
en donde q es una constante mayor que 1 ([3, p.158]); esta relacio´n se conoce como la
“ecuacio´n fundamental” de la geometr´ıa hiperbo´lica.
Previamente hab´ıa obtenido las siguientes igualdades para un tria´ngulo recta´ngulo ABC
con catetos a, b:
cotg Π(a) = cotg Π(c) sen A
cotg Π(b) = cotg Π(c) sen B (1)
sen Π(a) sen Π(b) = sen Π(c)
para las funciones trigonome´tricas ordinarias ([3, p.157]).
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De manera que en ese momento ya pudo “resolver” el tria´ngulo ABC, es decir, hallar,
por ejemplo, un cateto si se conocen la hipotenusa y el a´ngulo opuesto.
Las relaciones (1) le permitieron establecer conexiones importantes con las recie´n intro-
ducidas funciones hiperbo´licas. Para ello definio´ una nueva constante k, mediante
q = e1/k, es decir k =
1
ln q
de modo que pudo escribir
cotg
Π(x)
2
= ex/k
De aqu´ı obtuvo
cotg Π(x) =
ex/k − e−x/k
2
csc Π(x) =
ex/k + e−x/k
2
,
lo cual permite escribir las relaciones (1) as´ı ([3, p.190]):
ea/k − e−a/k = (ec/k − e−c/k) sen A ,
eb/k − e−b/k = (ec/k − e−c/k) sen B ,
ec/k − e−c/k =
1
2
(ea/k + e−a/k)(eb/k + e−b/k) .
La primera ecuacio´n, por ejemplo, se escribe de manera ma´s concisa como
senh (a/k) = senh (c/k) senA.
Y es debido a estas relaciones con las funciones hiperbo´licas, que a la nueva geometr´ıa
se le conocio´ como la “geometr´ıa hiperbo´lica”.
6 Breve nota histo´rica
Lobachevski desarrollo´ toda su actividad cient´ıfica en la Universidad de Kaza´n, de la cual
fue alumno y luego profesor y rector. All´ı expuso por vez primera los fundamentos de su
nueva geometr´ıa, en conferencia dictada en la Facultad de F´ısico−Matema´ticas, en 1826.
De esta conferencia no se conserva copia; pero en 1929 publico´ en Kaza´n su monograf´ıa
Acerca de los principios de la geometr´ıa, escrita en ruso y que no fue bien recibida en su
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medio, probablemente por lo novedoso y audaz de sus planteamientos, sumado a recelos e
intrigas de que era objeto ([3]).
Interesado en ampliar su auditorio, publico´ en 1840 sus Investigaciones Geome´tricas en
alema´n, y por una editorial alemana. Ambas obras llegaron a manos de Gauss, considerado
ya el matema´tico ma´s destacado de la e´poca, y quien se referio´ en te´rminos elogiosos de su
autor, si bien en privado.
Lobachevski se desenvolvio´ siempre en un medio acade´mico adverso, tanto en lo
cient´ıfico como hacia su labor administrativa de rector. A pesar de que su nombre ha
pasado a la historia, en vida no recibio´ el reconocimiento por su obra. No fue sino despue´s
de unos treinta an˜os de publicados, que sus escritos merecieron la atencio´n de matema´ticos
de su pa´ıs y de Europa.
A lo largo de toda su vida, su pasio´n fue la geometr´ıa, siempre preocupado, hasta sus
u´ltimos d´ıas, por divulgar sus ideas y mejorar su presentacio´n. Es digno de admiracio´n su
decisio´n por desarrollar su sistema geome´trico, a pesar de la valoracio´n tan negativa que
del mismo se hizo desde un principio.
Lobachevski fue muy consciente de que luchaba contra una tradicio´n milenaria, y vale
la pena reflexionar sobre los motivos que lo mantuvieron activo en esta lid. Su revolucionaria
concepcio´n del espacio y de la misma geometr´ıa chocaron frontalmente con las ideas prevale-
cientes. Esa fuerza para seguir adelante en sus investigaciones proven´ıa, en primer lugar, de
su capacidad para intuir el espacio que e´l mismo estaba descubriendo. Pero tambie´n con-
taba con criterios ma´s seguros para darse cuenta de que, a pesar de los riesgos asumidos, era
bastante probable que estuviera trabajando en firme. A estas conclusiones lo conduc´ıan, por
ejemplo, las conexiones que establecio´ con las funciones trigonome´tricas hiperbo´licas, rela-
ciones que e´l consideraba no pod´ıan ser casuales. En el mismo sentido valoraba los ca´lculos
de algunas integrales definidas, realizados por medios puramente geome´tricos, y que luego
comprobaba anal´ıticamente. Pero el mismo Lobachevski consideraba que la validez de su
geometr´ıa no pod´ıa establecerse por medios como los mencionados. Su opinio´n era que para
decidir cua´l geometr´ıa es la verdadera, hab´ıa que remitirse a la pra´ctica y entonces deter-
minar, por ejemplo mediante mediciones astrono´micas, si la suma de los a´ngulos internos
de un tria´ngulo es igual o menor que dos rectos. El mismo busco´ esa comprobacio´n, pero
no llego´ a conclusiones satisfactorias.
7 La cuestio´n de la validez
En un principio se considero´ que la aparicio´n de la geometr´ıa hiperbo´lica tra´ıa consigo la
inevitable tarea de decidir cua´l de las geometr´ıas era “la verdadera”, lo cual se entend´ıa
como determinar si el espacio material es eucl´ıdeo o hiperbo´lico. Con ello se estaba buscando
una respuesta a un problema matema´tico fuera de la matema´tica misma. La validez de un
sistema geome´trico se refiere a que de los axiomas que lo fundamentan, no pueda deducirse
ninguna proposicio´n contradictoria. Un sistema axioma´tico que esta´ libre de contradicciones
se llama consistente.
La consistencia de la geometr´ıa hiperbo´lica se establecio´ a lo largo de un proceso com-
plejo. La idea ba´sica es que para demostrar la consistencia de un sistema axioma´tico, basta
encontrar un modelo para el mismo, es decir, un sistema de objetos concretos que satisfagan
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dichos axiomas. En la base esta´ la consideracio´n de que lo real, lo que existe, no puede ser
contradictorio.
El primer paso fue dado por Beltrami (1835−1900), quien a partir de la trigonometr´ıa
hiperbo´lica establecida por Lobachevski, demostro´ la “consistencia relativa” de las ge-
ometr´ıas eucl´ıdea e hiperbo´lica. En efecto, e´l encontro´ un modelo para cada una de ellas en
la otra, con lo cual establecio´ que cualquiera de ellas es consistente en la medida en que la
otra lo es.
En particular, e´l establecio´ que la geometr´ıa de una superficie de curvatura constante
negativa (una seudoesfera), puede considerarse como una interpretacio´n concreta de la geo-
metr´ıa hiperbo´lica. Pero subsist´ıa una limitacio´n, y es que en la seudoesfera no puede
modelarse todo el espacio hiperbo´lico; ma´s au´n, como lo demostro´ Hilbert, en el espacio
ordinario no existen superficies que satisfagan en su totalidad las propiedades de la geometr´ıa
hiperbo´lica ([1, Cap.V]).
Cuando se establecieron las limitaciones de los resultados de Beltrami, algunos de los
matema´ticos ma´s destacados de la e´poca se ocuparon del problema, que fue resuelto en
sentido positivo y de manera definitiva, hacia finales del siglo pasado, gracias al concurso
de Klein, Poincare´ y Hilbert. Se supo entonces que ambas geometr´ıas son consistentes
y que ninguna es “ma´s verdadera” que la otra ([1, Ape´ndice V]).
8 Impacto en campos afines
La concepcio´n filoso´fica predominante a principios del siglo pasado era la kantiana, que
armonizaba perfectamente con la geometr´ıa eucl´ıdea. Para Kant, en la geometr´ıa subyace
conocimiento verdadero acerca del espacio ordinario. Este es un conocimiento a priori, inde-
pendiente de cualquier experiencia particular, ejemplo de tal conocimiento son los axiomas
de la geometr´ıa eucl´ıdea, considerados como verdades evidentes para cualquier persona de
manera inmediata.
Para Kant nuestras representaciones del espacio y el tiempo no so´lo son inherentes
a nuestra conciencia, sino que constituyen las formas absolutamente necesarias del pen-
samiento, fuera de las cuales e´ste es imposible ([3, p.264]).
Lobachevski sosten´ıa una concepcio´n del espacio opuesta a la de Kant ([1, p.92-
93]). En efecto, e´l consideraba que las nociones fundamentales de la geometr´ıa se adquieren
por los sentidos, y no debe recurrirse a ninguna nocio´n innata ([3, p.264]). De aqu´ı su
insistencia de que so´lo la experiencia puede decidir que´ geometr´ıa tiene lugar en realidad
en la naturaleza.
La cr´ıtica a las concepciones tradicionales del espacio se vio fortalecida por la consoli-
dacio´n de las geometr´ıas no eucl´ıdeas, en particular por la demostracio´n de su consistencia.
Para finales del siglo ya se contaba con un concepto ma´s amplio acerca del espacio, as´ı como
lo que debe entenderse por una geometr´ıa.
Esta nueva situacio´n en el mundo de las ideas fue muy bien recibida por f´ısicos y
astro´nomos, quienes se sent´ıan inco´modos con la tradicio´n newtoniana y avanzaban a nuevas
posiciones a partir de la teor´ıa de la relatividad. Puede decirse que las geometr´ıas no
eucl´ıdeas desbrozaron el camino a las modernas teor´ıas f´ısicas ([3, p.368]).
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